e <@g~ LIMItes & continuite

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

1. Limite en +o0 et -00

a) Limite infinie en + o

Soit f une fonction définie sur un intervalle de type [a; + oo ; a€ll .
Nous écrivons lim f(x)= +oo pour rendre compte du comportement suivant :

X—>+o
un réel arbitrairement choisi et ce aussi grand que 1’on veut, alors toutes les valeurs f(x)
de la fonction dépassent ce réel dés que x est assez grand.
On dit alors, que f tend vers + oo lorsque x tend vers +o.

Exemple
Chacune des fonctions suivantes tend vers +o, quand x tend vers +oo.

XX 0 X X2 o XX XX .

b) limite finie en + o0

e Limite nulle ; T une fonction positive définie sur un intervalle du type [a ; + o] ; aell .
L’écriture lim f(x) =0 traduit le comportement suivant :

X—>+o
Un réel arbitrairement choisi et ce aussi petit que 1’on veut, alors toutes les valeurs f(x) de la fonction
sont plus petites que ce réel dés que X est assez grand.

e Sif est une fonction de signe quelconque, alors par définition :
lim f(x)=0 signifie lim |f(x)/=0.

X—>+o0

On dit alors que f tend vers 0 lorsque x tend vers + .

Exemple
Chacune des fonctions suivantes tend vers 0, quand x tend vers +co.
XHE ; xr—>i ; xn—>i ; XHi :
x x? x® Jx
Limite finie
Dire que lim f(x) = { ; cest dire que XIiﬁrpw|1‘(x)—l|: 0 ;

Ouencore f(x)=£ + ¢ (x) avec ¢ (x)— 0 lorsque X— +oo.

e Une fonction n’a pas nécessairement une limite finie ou infinie quand x tend vers +oo.
C’est le cas par exemple de la fonction X — sin x
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Autres situations
e Limite egale a -
Par définition lim f(x)=— signifie lim- f(X)=+0.
X—>+o0

X—>+o0

e Limite en -oo ; cette notion n’intéresse que les fonctions définies sur un intervalle de type]- « ; a]. acl] .
Il suffit de remarquer que : lim f(x)= lim f(—x)
X—>-00 X—>+©

Exemple

e Les fonctions x > = ; x»—>i2 , xn—>i3 ont pour limite 0 en -co.
X X X

e Les fonctions: x+>x ; x> x* tendent vers -co quand x tend vers -oo.
e lim x? =+ (fonction paire)

X—>-0

Remarque
Lorsque lim f(x) =1, on dit alors que la droite d’équation y = £ est une asymptote horizontale de .

| |

2
0 ” 0 "
2. Limite en un réel.a
a) limite nulleen 0
Exemple
les fonctions : x+s x ; X x® ; X=X ; X>+/x tendent vers 0 quand x tend vers 0.

b) limite finie en a
Dire que lim.f (x) =1 ¢’est dire que lim|f (x)-1|=0,
Ouencore f(x) =£ + ¢ (x) avec limgp(x)=0.

X—>a

Le changement de variable X = a + h permet de se ramener a la recherche de la limite en 0.
imf(x)=1 = Ihlng f(x+h)=I
—

X—a

c¢) Limite infinie : asymptotes verticales
Ondit que Tim f(x) =+o lorsque pour tout A>0;
X—a

la valeur de f(x) dépasse A lorsque x est trés proche de a.
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Exemple
f(x) = L ; Iirrg f(X)=0 ; Iir? f(x) =—0  (limite a gauche ) ; Iirgl f(X)=+0 ;(limitea
X X—> X—0" x—0"

doite ).
Lorsque la fonction f admet une limite infinie en un point a, on dit que la droite A : x = a est une
asymptote verticale de ¢ .

Exemple

) = L f0) = L

3. Théorémes de comparaison
a) Théoreme de majoration, de minoration

Si pour x assez grand on a f(x) > U(x) etsi lim U(X) =+ alors, lim f(x) =+

X—>+00

Si pour x assez grand on a f(x) < U(x) etsi lim U(X)=— alors, lim f(x)=—w

Exemple
. . . A1+ X2
Calculer lim (—x+sinx ) ; lim——;
X—>+00 Xx—0 X
e Onapourtoutxell ;sinx< 1= f(x) < 1-x etcomme lim (1-x )=—o00 = lim f(x)=—0
Vi+x® 1 1 NG
e Ona:1<1+xX = _ 1< 14X = +2 > — etcomme lim—=+oo = lim =+
X X x—0 ¥ x—0 X

b) Théorémes d’encadrements

Sipour x assez grand on a | f (x) -l < U(x) et lim U(x) =0.

Alors,ona lim f(x)=I.

X—>+00

Exemples

sinx
Calculer liml1+——; lim(2- xcos—)

X—>+o© X Xx—0

sinx

e Ona: f(x)— 1—7 ou | f(x)-1|= sinx

sin X
u ; pour x>0 ; et comme

jsinx| <1 :>|f(X)—]JS— ; pour x > 0. Comme lim L = 0:>I|m(1+—smx) 1.
X

X+ X X+

e Ona: f(x)—2:-xcos% = [f(x)-2= = || , et comme

1
XCOS—
X

1
COS—
X

1
COS—
X

<1=|(F()-2)[<[x| ; et comme Iirrg|x|:0:>lirrgf(x):0.
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¢) Théoreme des Gendarmes

Si, pour x assez grand, u(x) < f(x) < v(x) ; avec lim u(x) = lim v(x) =1 = lim f (x)={

Exemples

. \1+x°
Calculer lim —

X>+00 X

cOna:x <1+xX¥< (1+x)? = 1< f(x) £1+£;etcommeona:
X

2
limi+ > =1= fim Y1 g
X>+00 X XF>+00 X

d) Opérations sur les limites
Limite d’une somme

Si f apour limite 4 | L |40 |-0|+0

Si g a pour limite £’ |40 |-0| 400 |-00| -00

alors (f + g) a pour limite | £ +¢ * | 40 | -0 | 400 | -0

Limite d’un produit
Si fa pour limite 4 £>0(£<0|{¢<0|+4w| -0 |[+0| O

Sig apour limite I +0 | +00 | -00 | 400 | -00 | -0 | o0

alors (f x g ) apour limite | £ x¢ > | 40 | 400 | -00 | +00 | 40 | -00

Limite d’un quotient

Sif apour limite { { +00 +00 -00 -0 | 0 %0
Sig apour limite #0200 [L°>0[L°<0|L°>0|L°<0|0] *w
f - I
alors (—) a pour limite | — 0 +00 5 5 o
g |

4. Continuité
Définition

|Soit f une fonction et xo un nombre reel. On dit que f est continue en xo si, lim f(x)= f(X,).

Exemples
Les fonctions suivantes.sont continues en tout point Xo de leurs domaines de définitions :

* 1 * -
o XKk ; xn—>|x| X X"(nell”) ; X>Cos ; XX FX X s X — (nel ) ;X>sinx
X

Propriétés
Solent T et g deux fonctions continues en Xo, alors les fonctions :
e f+g ; fxg ; kf (ke ) et|f| sontcontinuesen xo.

. f . : .
e SigX) # 0 => — est continue en xo et sif(x) > 0= \/?est continue en Xo
g

4. Prolongement par continuité

Soit f une fonction non définie en xo, et £ un nombre réel tel que : lim f(x)=¢{;

X—>Xg

gx)=f(x) ; xeD;
9(x,) =I

On appelle prolongement par continuité de f la fonction g définie par :{

Exemple
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%3 _x2

Un prolongement par continuité de la fonction :  f(x) = au point Xo = 1 est tel que: ona:

3 2 2 2
. XT=X .o X (x-1 .o xX“(x-=1 . .
lim =lim ( )=I|m ( )=I|mx2 =1 ; donc la fonction
x=1 X-—-1 x>l X—1 x->1  X—-1 x—1

f(x) ; XeDf -
g(x) = 1) =1 est un prolongement par continuité de fsur [] .
g =

xS Savoir-faire
A. Applications

Limites d’une fonction polyndome a infini
Exercice 1.
Calculer la limite en +o0 de la fonction : f(x)= 3x* -2x*

Solution

XF>+00 X—>+0

Ona:vxel’ ; f(x)=3x*-2x? =3x“(1—3—22) etona: lim 3x* =+ et lim (1—312) =1=
X X
lim f(x) =+ ;Plus généralement, on a, la propriété suivante :

e La limite a I’infini d’une fonction polyndme est égale a la limite de son monome du plus haut degre.

Limite d’une fonction rationnelle a ’infini

Exercice 2.
. . . 3%+ 2x°
Calculer la limite en +oo de la fonction rationnelle :  f(x) = ——<——.
-7x>+11
Solution
a 2X° 2x?
| coaxteaxe XMW g e Mo g3
Ona: vxel  ; c = 1= =X 11 ;ona: lim—=1im_—=0
X X
1+ 2x°
A4 4 2 4
et lim —3" —1;dou lim X T2 4 X _ i 3o,
X~>+ool_£ x40 — X% +11 x-o+0 —7X X—+0 X
7x°

plus généralement, ona la propriété suivante :
La limite a I’infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite & 1’infini du quotient des mondmes de
plus haut degré du numérateur et du dénominateur.

Autres types de fonctions

Exercice<a:
2
. . o . . X —4
Déterminer la limite en +oo de la fonction f(x) = vx?+1—x et en 2 de la fonction f(x) = VTV
X"+ 2X —
Solution
e Ona: lim«x?+1—x=+o00—(+x)=; donc on ne peut pas conclure directement.

Mais, Vx el ; Jx*+1+x=0; donc on peut écrire ;

(VX2 +1-X)(NX2 +1+X) 1 s . 1
- “dou lim £(x) = lim f(x)——=— =0.
(X2 +1+X) (X2 +1+X) oA ) o ) (VX2 +1+X)
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e Onalimx®*—4=0 et limx*+2x—-8=0 ; donc on ne peut conclure directement.

X4 (X-2)(x+2)  (x+2)
X2 42X -8 (X-2)(x+4)  (x+4)

Mais, Vx el \ {-4; 2};0na:

or,lim &2 _
X—2 (X+ )
Exercice 4.

2 ; donc lim f(X)==
3 X—2

L’objectif de cet exercice est d’établir des limites qui seront investies ultérieurement.

1) Soitx € ]0; g[, M son image sur le cercle trigonométrique

7 et N le point d’intersection de la droite (OM) avec la tangente de ~ en I. I
Calculer en fonction de x les aires des triangles OIM et OIN,

ainsi que I’aire du secteur circulaire OIM.
En déduire que : sinx <x < tanx.

. o b) Vérifier que
2) On suppose maintenant que X € 0 ; E[’ “ml—cosx ~ sinx., 1
a) Démontrer que [sinX|<|x| , x>0 x? x ’ 1+cosx’
- L en déduire que :
en déduire que limsinx = 0.
X0 Iim1—(:osx 21
b) Démontrer que : Iirrg cos2x =1 , endéduire que Iirrg cosx =1. x50 x2 2
N T ; c) Déterminer la limite en 0 de la
3) On suppose maintenantque x € | -— ;0[U]0; = fonction
sinx i ‘ sinx f(x) =lim cosx -1
a) Démontrer que : cosx < ——<1; en déduire que : Ilng— =1
X X207 X
Solution
1)."/( OIM) = Bxh 1><smx 1 . .%/(OIN) = Bxh 1><tanx =ltanx
2 2 2 2
/(0OIM) = anxl2 =§ ;- /AOIM) £:2/(0OIM) < .~/(OIN) & SN X <—_ tanx & sinx < x <tanx.
21 2 2 2 2

2) a) I’inégalité est évidente pour x = 0; pour X = 0 ; deux cas sont envisageables ;

T N . . .
e 1¥cas:0< x< 5 d>aprés la question 1) ona : 0 <sinx < x ; donc [sinx| <] .

o 2™ cas; g < x<0;o0na:0<-x < g ; donc ; d’aprés 1) onaa : [sin(—x)| <|-x|=[sin(x)| <|x] ;
Ona; Iim0|x|:0et VXG:l—g ; g{ [sinx| <|x| =limsinx =0 . (Th. des Gendarmes).

b)OnaIirrgcost:Iirrg(l—Zsinzx)zl.Onposex:2a;0na Ilmcosx_llmc052a =1

Xx—0

3) a) Deux cas sont a envisager :

sin x 1 . sin x
< ; on en déduit que : cosx < <1

COSX COSX COSX

T .
o 1%cas; 0<x< ) ; d’aprés la question 1) ona: 0 <sinx< x <

: T T . S
o 2°™cas; -§<X <0 ;= 0<-x< 5 d’aprés le cas précédent
sin(—x - sinx
cos(-x) < ﬁé 1 ; onen déduit que : cosx < <1;
cos(—X) COS X
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sinx

ona: limcosx =1 ; donc,d’apres les théoréme d’encadrement : Ilrrg—:l
x—0 X—> X
b) Ona: Irn(smx 2 1 _ 2}—cos X :1—C(2)sx
x>0° x ° 1+cosx X“(l+cosx) X
De plus ; IlmL_let im—r -1 donc, “ml—cgsx_l ;
X x>01+cosX 2 x>0 X 2
¢)Ona: 1-cosx :xl cgsx :>”mcosx—1:0
X X0 X
B. Exercices
(x-2)*
1. Soit la fonction f(x) = x —/X , )T =7 3
Démontre que vXe]4 : oo[; f(x) > Jx. 7. Dans chacun des cas suivants, calculer les

2)a) Trouver un reel A pour lequel :

x> A= f(x) > 10*

b) B étant un nombre réel strictement positif, trouve
un réel A tel que x > A = f(x) > B.

c) En déduire que XILrpw f(X) =+00.

X+2

X+1

| f(x) - ]4 < =

2) a) Trouver un réel A pour lequel : x> A =

£(x) -1 <10,

b) € étant u réel strictement positif, trouver un nombre
réel A pour lequel x > A =|f(x) - 1| <e

2 Soit la fonction f(x)-

Démontrer que Vx e[~

c¢) En deduire que lim f(x).

2

. . X
Soit la fonction f(X) =
3. ) m W

1) Démontrer ques ¥x.e |1 ;+oq ;f(x)>§

2) a) Comment choisir x pour que | f (x)[>10° ?
b) Peut-on-rendre f(x) aussi grand que I’on veut ?
c) En déduire la limite de f en +co.

4. Utiliser les propriétés de comparaison pour
calculer les limites des fonctions suivantes :

lim x2 +cos? x ; lim xy/1+sin?x ;

X—>+o0 X—>+o0

lim x+/1+sin? x

X—>-00

x+1

5. \/_ 1

Soit la fonction f(x) =

en

Démontrer que VXe]l,+oo[,f(X)>\/;+l,

limites de f en X, (éventuellement & gauche et a
droite).

_ 3 L

a)f(X)—W,XO— ;

b) f(x)=x2 =2 ;

9 f()—x+3—XZ41Xo:_1;
ox 1

d) f(x)= 2_4 x-2'X° 2

&) TO)= i %,=0
x(x 1) x

8  Dans chacun des cas suivants étudier la
limite de f en X, (éventuellement a gauche et a
droite).

a)f(x): ;Xo:4;
X—-2
b) f(x):—‘wzz'z;xozg
c) f(x)= —'XO=0;
1+ x* -1
B 9= x4
—X

9. | Dans chacun des cas suivants calculer la
limite de f en +o et -0 .

) 00=Y L £ (x) =x + 24X7 Bx +1

3x-1
x/Bx + 1+5x
3x-1

o +1
fores

+d) F(x) =Vx24x — X2 +1

X —/x? -3x +1

2X +\/4x +X

c) f(x) =

e) f(x)= BT =

Chapitre 3

Limites & continuité

29



déduire la limite de f en +oo.

6. Dans chacun des cas suivants calculer les
limites de f en +oo et —oo.
Q) fX) =G +3x%-1 ; b)  f(x) =x*-3%° +2x;
c) f(x) = x> +5x2 -7x ; d) f(x)= 4x2 -3%% +2x

e) f(x) = -x° -x* +4 f(x) = ;
) f(x) JRIOE +3
g) f(x _4x-5 1 +4
11 Dans les deux cas suivants calculer la limite de f
enu.
: 1
Sln(X+E)—* cos(x+£)—ﬁ
a) f(x) = 25 D))= + 2
X X
12 | Soit f(x) = E(\/ﬁ,ou E désigne la partie
X
entiere.
1) Démontrer que: Vvxe]O0;1;f(x)=0 , en
déduire
Iirrg f(x).

2) Démontrer que : Vx| 0 ;400 ; 0< f(X) <

kl

en déduire la limite de f en + .

13 | Soit la fonction : f(x) = i ) ;
X
1) Démontrer que :

Vxe] 0 400 ;2< F(X) <

2X+1
2) En déduire lim f(x).

14 Dans chacun des cas, étudier la continuité de f
en Xo.

a) f(X)=3x>-5x=7 ; X,=2
b)f(x):\/4—x ;X =4,
~9X —7
OfX)=——— ; =1,
)T 8 2—5x+3 %o
d)foo= X4 C X =2
X +2 P '

Calculer les limites suivantes :

By lim( sinx

a)llm—
X—0 S|n

o)lim

+tanx) ;

sin 3x
2X
n
- £)lim sin 3x
x=0 Sin5x
n2 . n2
tan2x : h)IlmSI X
x-0 tan 5x x-0 XCOSX
15 Etudier la continuité des fonctions en Xo.
X“+4 :x<2

a) f(x ){ F Xo=2

X+2 :x>2

- d)lim

X—0

tan2x

e)lim
el 5x

Xx—0

X+1 .
b) f(x){2x+3
XZ+x+0:x>0

; Xo=0

16 Donner les prolongements par continuité
eventuelle de fen Xo.

X% -3x+2
Af(X)=——F——" :X,=2
=Skt %
b)f(x)—| | ' X, =0

X-+/X tanx
c)f(x)= X, =0; d) f(x) = X, =0
) F(X)= <" Y F(X) = 0

i ) 1
Vérifier que la fonction : =—— __est

17 . 0=

le prolongement par continuité en 0 de la fonction

f(x) = \/1+Xx _1.
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