e (Y@~ Produit scalaire

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

|. Expression dans le plan ou dans I’espace

1) Expression a I’aide des normes et de I’angle géométrique de deux vecteurs

Soit U et v deux vecteurs non nuls dans le plan ou dans I’espace C
+ 0. = ifeoss - ) <[ st vi
0
Avec un triangle du plan ou de ’espace u g n 5
A

e ABAC=ABxACCOSA

2) Expression dans un repere orthonormal

Dans le plan Dans I’espace
Si: G(XJ ;V(X:]dans un repére orthonormé N X \ )
y y Si:uly|;v|y'|dansun repere orthonorme
©; 7)), z) \z
alors u.v =xx’+y.y’ (O:1;:j:k),
alors u.v =xx’ +y.y'+z.z’

I1- Propriétés
1) Calcul
Pour tout vecteur u dansle plan ou dans I’espace ;
e U0=0u=0

Pour tout vecteur-U et v dans le plan ou dans P’espace ;

e U.V=V.U.

Pour tout vecteur.u ; v ; w du plan ou de I’espace, et pour tout réel a et 3

e (aU).v.= U(aV)=oa(Uu.v) Par exemple : BAAC =—-AB.AC

e (au).(BV)=op (uv) Par exemple : BA.CA :(—E)(—R):(E)(E)
e U(au +pVv)=o(u.v)+pB(u.v)

o U(VHW)=U.V+U.W

2) Carré scalaire d’un vecteur

Soit U un vecteur du plan ou de I’espace,

e U =uu (carré scalaire de u) ; pour tout point A et B du plan ou de I’espace, AB = AB?

-2 —1|12
» 0=l :
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Pour tous vecteurs u et v du plan ou de I’espace,

-~ =\2 =2 . -~ =\2 =2 =2 e eN[— o -2 =2
o (u+v) =U +2uv+v (u—v) =U —2uv+V ;(u+v)(u—v):u -V
Pour tous vecteurs U du plan ou de I’espace et pour tout réel a,

—\2 S =12 N2 =2
+ (o0) =affal ; (-u) =u,
Pour tout point A et B du plan ou de I’espace,
e AB =BA =AB’=BA

3) Une opération qui conserve U.V dans le plan des vecteurs U et v

En remplacant 1’un des vecteurs de U .V par son projeté
orthogonal sur la droite portant I’autre,

alors u.v est conservé.

u
e U.V=u.v’(avec v’ projeté orthogonal de v sur la droite portantu);
e U.v =uU"’.v (avec U’ projeté orthogonal de u sur la droite portantv),
Exemple
ABCD un rectangle dans le plan ou dans I’espace. . ‘D C
ABAC = ABAB=AB? ;
ABCD = AB.BA =-ABAB
=—AB’.
A B
I11- Vecteurs colinéaires
Soiti u et v deux vecteurs non nuls dans le plan ou dans Pespace ;
Ona Si, et seulement si , Illustration

o
uet v sont colinéaires de méme 0.V = HGHH\?H
sens ~

o
uet v sont colinéaires de sens u.v = HGHH\?H )
contraires =
uet v sont colinéaires ﬁ.\?‘ = HGHH\?H
Exemple
[AB] un segment de milieu I,
I ) — 1 ) 9 . L x ]
ABAI = | AB| Al = ABx Al = SABT=2AI A f 5

2

Al :—HIAHHIBH —CIAxIB=—IA? =12 = 28"
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V- Vecteurs orthogonaux

Soit uet vdeux vecteurs non nuls dans le plan

ou dans ’espace, Uet v sont orthogonaux i
si, et seulement si u.v =0.

En plus
Ona
O estaigu 6¢e [0; E[
u.v>0 "2
0 est droit 0 = g
u.v =0
u
u.v<0 0 est obtus O ] = ; n] _.\Qe
2 v p—
u
e Soit U et v deux vecteurs dans le plan ou dans I’espace
u=0
ou
uv=0<1{v=0
ou
u et v sont orthogonaux
V- Des applications analytiques
Dans cette partie, le plan est rapporté aurepére othonormal (O ;i ; j) , (espace est rapporté au repére

orthonormal (O ;i; j; k).

1) Droite définie par Pun de ses points et I’un de ses vecteurs normaux dans le plan

(d) est la droite passant par le point A et de vecteur normal n (ﬁ #0) <
(d)={MeZ AMn=0.

~(a -
(d) est droite de vecteur normal n(b] (n#20) <

(d) a une équation cartésienne de la forme : ax +tby +c=0;avecc € R.

(d;) droite de vecteur normal ni

(d,) droite de vecteur normal n,

(dy) // (d2) =N n, colinéaire a n ,.
(di) L (dy) = ni.nz=0.
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2) Distance d’un point a une droite dans le plan

Si, (d ) est une droite dont I’équation cartésienne est :

ax + by + ¢ =0. A un point de coordonnées (Xo ; Yo), A (d)
alors, la distance de A a (d) est AH,

avec H projeté orthogonal de A sur (d).

lax, + by, +| H

Ja? +b?

Cette distance est égale a :

3) Représentation paramétrique d’un cercle dans le plan
Soit "1 un cercle de centre O et de rayon R ( R< 0),

71 est I’ensemble des points M(x ; y) du plan tels que :
X =Rcost
{y =Rsint

Ce systéme est la représentation paramétrique de 71 |

Soit 7", un cercle de centre Q(X ; Yo) et de rayon R( R> 0).
", est I’ensemble des points M(x ; y) dans le plan tels que :
X=X, +Rcost
{y =Yy, +Rsint

: te[O; 2n[

; te[0; 2q].
Ce systéme est la représentation paramétrique de 7

4) Plan défini par ’un de ses points et I’'un de ses vecteurs normaux dans I’espace &

-7’ est le plan contenant le point A et de vecteur normal n (ﬁ #0) <
7 ={Me& /AMn=0}.

a
.’ un plan de vecteur normal nibl; (n£0) <
c

.7’ a une équation cartésienne de la forme : ax +by +cz+d =0,avecd € R.

.1 plan dont de vecteur normal Ni;

. %, plan dont de vecteur normal o

o SIS < njcolinéairea no.
o J/)]_J_)/Jz = 61.62:0.

5) Distance d’un point a un plan dans ’espace

Si .7’ est un plan d’équation cartésienne

ax +thy +cz +d =0. AI

A un point de coordonnées (Xo ; Yo ; Zo) ,

alors ; la distance de A a. 7’ est AH

avec H le projeté orthogonal de A sur . 7, l
lax, + by, +cz, +d| .J/) H

et elle est égale a :

Ja? +b? +¢?
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V- Des relations métriques dans un triangle dans le plan ou dans I’espace
1) Des produits scalaires

AB? + AC? -BC?
2

AB? + BC? - AC?
2

AC? +BC? - AB?
2

5|
3|

>|
&l

>
Gl

A B

2) Relations généralisées de Pythagore ou d’Alkachy

e BC?2=AB?+ AC?-2AB xAC x COSA ;
e AC?=AB%+BC?-2AB xBC x cosB
e AB?=AC?+ BC?-2AC xBC x cosC

2%

>
w)

3) Relations de la médiane

[AB] un segment de milieu | B

dans le plan ( ou dans I’espace).

Pour tout point M dans |
le plan ou dans I’espace : M

2 - A _ 2
. MA2+MBZ=2MI2+A|23 . MA?-MB?= 2IM.AB ; MA.MBzMIZ—Af ;

e Aire (MIA) = Aire (MIB) = %Aire(MAB).

4) Aire d’un triangle

Aire (ABC) = = AB x AC x sinA

|~ N

AB x BC x sinB

N = N

AC x BC xsinC

4) Formule des sinus

sinA _sinB _sinC
BC AC AB

>
W)
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V1I- Lignes de niveau dans le plan &7 & surface de niveau dans I’espace &

f 2 _.R ou 7 —_ R
M ———— f(M) M —— f(M)

% Soit k un réel donné

e On désigne par Lk ’ensemble des points M du plan tels que :
f (M) =k ; Lk est appelé la ligne de niveau k de la fonction f .

e On désigne par Sk I’ensemble des points M de I’espace tels que :
f (M) = k ; Sk est appelé la surface de niveau k de la fonction f .

+ Des fonctions usuelles
1) f (M) = QM avec Q un point donné
Si alors
K<O|Ly=¢etSx=¢
kK=011,={0} petsc = {Q}
k>0 | Ly =est le cercle de centre Q et de rayon k.
Sk = est la sphére de centre Q et de rayon k.

2) f (M) = AM.u avec A un point donné et uun vecteur donné non.nul

V k € [0 ; Ly est une droite de vecteur normal u ;
Sy est plan de vecteur normal u ;

En plus, avec, u = BC, Ly est une droite perpendiculaired (BC).
Sk est plan orthogonal a. (BC).

3) f (M) = MA.MBavec A et B deux points distincts données de milieu I.

° SOith=(I) ° SOitSk=(I)

o Soit Ly ={l} o Soit S = {1},

e Soit L est un cercle de centre | e Soit Sk est une sphére de centre I.
En plus : Lo est le cercle de diametre [AB].

Soest la sphere de diametre [AB].

4)f (M) = mavec Aet B deux points distincts données
MB

Si alors
k<0 Lk=detSk=¢
k=0 L= {A} petS, = {A}
Lk = est la médiatrice de [AB].
k=1 Sk = est le plan médiateur de [AB].

keO™ _{1} Lk est le cercle de digmétre [G1G3].
Sk est la sphere de diamétre [G1G;].

B
1

B

Avec G1 = bar T

; G, = bar
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VI1I1- Fonction scalaire de Leibniz
e f(M)=aMA?+ BMB?; avec A et B deux points donnés et o ; B deux réels donnés, est appelée

fonction scalaire de Leibniz associée au systéme de points pondérés {(A;a) ; (B;B)} ;

o f(M)=aMA?+ BMB? + yMC?avec A ; B ; C ; trois points donnés et o ; B ; v ; trois réels donnés
est appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systéme de points pondérés{(A;a) ; (BiB) ; (C;S)} .

e f(M)= aMA? + BI\/IB2 + yMC2 +OMD?; A: B C: D quatre points donnés et o ;  ; v ;  ; quatre réels donnés est
appelée fonction scalaire de Leibniz associée au systeme de points pondérés {(A; (x) X (B;B) X (C; 8) X (D; 9)} )

En plus
Si alors
La somme des e Soit Ly =¢ e Sk=¢
masses du systeme | o gpijt L, = {G} e S, = {Q}
est différente de

zéro et
G est le barycentre
du systéme

e Soit Ly un cercle de centre G e Soit Skune sphere de centre G

En plus, avec (m) somme des masses du systéme on a : pour tout point M :
f (M) = mMG? + f (G)

La somme des
masses

du systeme est égale
a zéro.

Vkel ;

L« est une droite et S est un plan ; chacun de vecteur normal u : avec
u=oMA+BMB; si f(M)=aMA?*+ BMB?;

u=oMA+BMB +SMC ; si f(M)=aMA?+ BMB?+8MC?
U=oMA+BMB +SMC +6MD ; si f(M) = aMA?+ BMB? + SMC? + BMD?
En plus, avec | un point donné

Pour tout point M : f(M) = 2Ml.u+ f (1).
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%, Savoir- faire
A . Applications
Orthogonalité de droites
Exercice 1

1. ABCD un tétraédre régulier d’aréte a.
2

1) Montrer que ABAC = ABAD = ACAD = —

et donner trois résultats similaires.
2) Montrer que les droites (AC) et (BD).
sont orthogonales, donner deux résultats similaires.

Solution
a) Dans le triangle équilatéral ABC, ona A= %
2
e donc: ABAC = ABxACxCOS— = (a)(a)(l) _2 | Dans le triangle équilatéral ACD, oha A = g :
3 2 2
A~ AR T
Dans le triangle équilatéral ABD, ona A = g e donc: ACAD= ACxADxcosg
. 2 1, a’
e donc: ABAD = ABx ADxC0S— = (a)(a)(l) -2, =@)@)() =~
3 2 2 2 2
. . B 2
d’ou; ABAC=ABAD=ACAD = az .
Les résultats similaires sont :
2
e BABC=BABD-=BCBD-= a?
[ a2
e CACB=CACD=CB.CD= rl
N a2
e DADB=DADC=DBDC= ?

a2 a2
b) AC.BD = AC.(BA+ AD) = AC.BA + ACAD = —~ABAC + ACAD = % + % -0.

Donc, AC.BD=0 < AC et BD sont orthogonaux <> les droites (AC) et (BD) sont orthogonales.
Les résultats similaires sont :

e les droites (AB) et (CD) sont orthogonales,

e les droites (AD) et (BC) sont orthogonales.

Projection orthogonale et conservation d’un produit scalaire
Exercice 2

Soit “~ un cercle de centre Q et de rayon R. Soit M un point
Une droite passant par M coupe ~~ en A et B.
Soit A’ le point diamétralement opposé a A sur 7.

1) Montrer que le produit scalaire MA.MB

ne dépend pas des points A et B.

( ¢’est la puissance du point M par rapport au cercle 7 ).
2) En déduire que lorsqu’une autre droite passant par M

coupe 7~ enCetD, alors : MA.MB=ML.MD.
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Solution

Comme [AA’] est un diamétre de 7~ et B € 7, donc BAA’ est rectangle en B.

Or, M, A, B sont alignés.

Donc le triangle BMA” est rectangle en B.

Donc ; MAMB =MAMA' (car MB est le projeté ortho gonal deMA 'surladroite(MA)

AT _ e @R’

Or, Q est le milieu de [AA’], d’ot MAMA' = MQ? - = -MQ? = QM? - R%.

Donc, MA.MB = QM? —R?.
D’ot MA.MB est indépendant des points A et B.
b) Comme ML.MD = QM?— R? (d’aprés a), donc MA.MB =MLMD.

Distance d’un point a un plan dan I’espace
Exercice 3

L’espace est rapporté & un repére orthonormal ((O ;i; j; k).
7" le plan d’équation cartésienne x + y + 2z +1 = 0,

.7 7 le plan d’équation cartésienne x +y -z =0,

1) Montrer que . 7” et . 7’ * sont orthogonaux.

2) Soit (d) la droite d’intersection de . 7” et . 7’ °. Donner une représentation paramétrique de (d).

En déduire des éléments caracteéristiques de (d).

3) Soit A le point de coordonnées (1;1; 1).

a) Vérifier que Ag .7 et Ag .77 .

b) Voit H le projeté orthogoonal de A sur .7’ et H’ le projeté orthogonal de A sur . 7* °. Montrer que le

triangle AHA’ est rectangle.
c¢) Calculer AH et Ah’, puis en déduire HH’.

Solution
1 1
1) Un vecteur normal de . #° est n|L-|; Un vecteur normal de . 7> est n|1
2 -1

or, nn'=(1) (1) +1) 1) + @) (-1)=1+1-2=0;donc, n L.n'=0,dou . L.~

22+1=0 27=-t-1 (3z=-1
2)M(x;y;z)e(d)<:>{x+y+ Z+ y+2z7 <j{z

ravecx=t;tell ;ona: ;
X+y-2z=0 {y—Zz—t y=-3t-1

x =1

donc; (d)<y= —%—t ; tell ;c'est la représentation paramétrique de la droite (d) . D’oti un point de (d)

1
z=—=
3
1
est B(O; —%;—%) : un vecteur directeur de (d) est u| -1 |.
0

3)a)Comme1+1+2(1))+1=5#0;doncAg¢ .77 ; Commel+1-1=1=0;doncAg¢g .,
b) ona AH est un vecteur normal de . ; AH' est un vecteur normal de . 7 ° .

Chapitre 6 Produit scalaire 39



or,. 7 1 .7 ;donc, AHLAH' d’ou AHH’ est rectangle en A.
. 1+1+2(1
c) AH =distance (A; .7 )= |+ i ()HJ :izﬂz
JO?+@?+2° V6 6
1+1+-1] 1 3

s — A: ) - — - _NT >
AH’ =distance (A; .77’ )= \/(1)2 AT = N =3 or, AHH’ est rectangle en A,

5,121 9 =[98 %2
6 3 6 2 2 2 2

d’ot HH'? = AH?+ AH*? =

Lignes de niveau

Exercice 4
ABC un triangle de centre de gravité G. Onpose AB=c;BC=a; CA=bh.

1) Déterminer et construire ensemble E; des points du plan tels que : MA.AB = %Cz :

2) Déterminer et construire I’ensemble E; des points du plan tels que : MA? — MB2 = b®~ a°.
Que repreésente E, pour le triangle ABC
3) a) Déterminer et construire I’ensemble E, des points du plan tels.que : MA? + MB? + MC? = b? + a%.
b) Lorsque E3 contient les sommets du triangle ABC, quelle est la nature de ce triangle ?
Solution

1) MAAB = %cz .Comme A est un point donné, AB est un vecteur nonnul

, 1 , , .
donné ; §c2 est un réel donné. Donc ; E; est une droite de vecteur

normal AB <
E; est une droite perpendiculaire a (AB). Soit H = E; n (AB), E,

Ona: ﬁ.@z%cz et AH=tAB :t&€l . Donc

tABAB=1C’ &>t = —c2bt=—% D'oi, AH=—2AB,
3 3 3 3

Donc E; est la droite perpendiculaire a (AB) en H.

2) Ona: MA?-MB?=b?*—-a* Comme :1—-1=0; Donc E; est une droite de vecteur normal
MA —MB =-AB: d’ott Ezest une droite perpendiculaire a (AB). Or, CA> -CB?=h? — a2, d’ou C € E,.
Donc ; E; est la perpendiculaire a (AB) passant par C

Donc : E» est la hauteur issue de C dans le trianale ABC.

3) a) MA? + MB? + MC? = b? + a°.

Al | c|
1
Donc ; E3 est le cercle de centre G passant parC.

Ona: bar =G . Or; CA>+CB?*+CC?= b*+a?:Donc:;C e E;.

b) Si; E; contient les sommets de ABC, alors GA = GB = GC, d’ou G est le centre du cercle circonscrit a
(ABC).
Or, G est aussi centre de gravité de (ABC), Donc, ABC est un triangle équilatéral.
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B. Exercices
1. ABC D est un rectangle de centre O, tel
que: AB=4;AD =3.
Calculer les produits scalaires suivants :
ABAC ; ABDC ; OAAB ;
AD.DB ; OA.OC.

2. \ABC un triangle equilatéral de centre O,
onpose: AB=a;
Calculer en fonction de a :
ABAC ; OAOB ; OBOA ;
OAAB ; BCCA.
3 1) Montrer que pour tous vecteursu et v
S~ N2 - =\2 ~2 =2
ona :(u+v) +(u—v) =2(u +v)
2) ABCD un parallélogramme, on pose :
u=ABet v=AD.
a) Déterminer : U+Vv et U—V.
b) En déduire que :
AC? +BD? = AB’ + BC® + CD’ + DA’

4. ABC un triangle tel que: AB =3; AC = 5;
A=T,
3

Calculer BC;
2) | milieu de [AB] ; D est le symétrique‘de B
par rapport a A. Calculer IC et CD.

5. | Montrer qu’un triangle ABC est rectangle

en C, si, et seulement si, AB.AC =AC2.
2) soit ABC un triangle rectangle en C. Montrer

que : cosAzﬁ.
AB

6. 1) ABC untriangle tel'que :

AB_V2 g T

BC 2 4

Montrer que. ABC est un triangle rectangle en
A

2) ABC est un triangle tel que :
AB e
EoJ2etB=—

BC 4

Montrer que : ABC est rectangle en C.

[ ABCD un carré de coté a (a > 0).
I ; J les milieux respectifs de [AB] et [BC].
Montrer que les droites (DI) et (AJ) sont
perpendiculaires.

8. Montrer que sur la figure
ci-contreona:

oA _on
OB OB'

9. [AB] un segment de longueur a.

f:M—AMAB
Déterminer et construire Ly (ligne de niveau k de f)
Dans chacun des cas :

1)k = %az; 2) k= -%az; 3) k= 2% 4)k =-a%5) k = 0.

10 L’espace est rapporte au repere orthnormal
(O i ] R).
1) Donner une équation cartésienne du plan .
contenant le point A(1; 2;-1) et de vecteur normal
1
n|1|.
2
2) Soit . 7 * le plan d’équation cartésienne :
X+y+2z+3=0.
a) Quelle est la position relative des plans . 7 et . 7 .
b) Déterminer la distance (A ; - 7” ’). Que représente

cette distance pour les plans .7 et . 7 °.

3) a) Déterminer une représentation paramétrique de
la droite ( d ) passant par A et de vecteur directeur

1
nl1

2
b) Quelle est la position de (d) par rapport au plan . 7
et ..

11 L’espace est rapporté au repere orthnormal

(O i ] R).
X=1+t

1) Soit (d) la droite définiepa:qy=t telr
z=-2+3t

Donner une caractérisation de (d).

2) Soit .7’ le plan orthogonal a (d) et contenant le
point A(1;0;1).

Donner une équation cartésienne de . 7 .
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12 (AB) et (CD) deux droites distincts | 1) Faire une figure.
passant ~par un  point M, tels que|2)Calculer: ABAC ; BABC ; CACB.
MA.MB = MC.MD, 3) Calculer : GA? ; GB? ; GC2.
et M=C. 4) Pour tout point P du plan, on pose :
f(M) = MA? + 2MB? + 3MC?.
a) Calculer f(G).
Déterminer et construire I’ensemble des points M du
plan tels que : f(M) = 41.

Montrer que : les points A; B ; C ; D sont 1571 ABC untriangle tel que : AB=2;AC=3;
cocycliques (appartiennent a un méme cercle). BC= 4.
13 Le plan est rapporté a un repére G = bar ’IA‘I lB I g I
orthonormal (O s J)' D est le symétrique de B par rapport a C.
-1 | milieu de [AB].

Soit ( d) la droite d’équation y = 7T et 1) Faire une figure.

2) Calculer :cosA ; cosB; cosC.

F le point de coordonnées ( O ; 1).
4 3) Calculer IC ; AD.

Soit . 7’ ’ensemble des points M du plan 4) On pose : f(M)=MA? + MB? + 2MC?.
équidistant de (d ) et F. g(M) = MA? + MB? - 2MC?.
1) Donner une équation cartésienne simplifiée
de . 7. a) Calculer : f(A); £(B) ; f(C) ; f(D); 9(A) ; 9(B) ;
. , 5 C). g(D).
2) Etudier et représenter . 7. g)( I))étc?r(mi)ner I’ensemble des points M du plan tels
. que : f(M) =.25.

L4TABC un triangle tel que : AB =2 ; ¢) Déterminer ’ensemble des points M du plan tels
AC=3;BC=4. que : g(M) = 25.

G = bar AI B | C | 5) Déterminer et construire I’ensemble I" des points M

213 du plan tels que : HW\+ WH=HW+ ZM—CH
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