9@- Angles orientés de vecteurs dans le plan orienté

=|ll Faire savoir

L’essentiel du chapitre

I. Angles orientés de deux vecteurs
Soit u et v deux vecteurs non nuls dans le plan orient. v
(G ; \7)et<\7 u )désignent les deux angles définis par u et v.

e Lesangles orientés (G ; \7)et<\7 u )sont OppOSés. o

—(G : \7)=(\7;G )et-(\7 u )=(G : \7)
e Unangle orienté (G : \7)existe, si et seulement si, U #0et v#0.

e Soit A;B; C; D des points dans le plan oriente,
(E : Cﬁ) existe, si et seulement si, A # B et C #D.

Mesure d’un angle orienté
e Unangle orienté(ﬁ : \7)est mesuré modulo 27 :

(G; \7) =0 < (G : \7)2(1 [27]
& (G ; \7) =a+2n
= (G : \7)=a+2k7t kel .
e La mesure principale de (G ; \7)est celle des mesures de (G ; \7) modulo [2x], qui appartient &
I’intervalle]- 7 ; nt[.
Des exemples dela lecture et de la mesure principale sur des configurations de base

a ) ABC un‘triangle équilatéral direct de centre O.

© (W95 - (e8ion)Y

+ (CBicA)=-3 + (08 0A)--=
. (A8:AO)=%: .« (8A;B0)=-% ’~
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b) ABC un triangle isocele rectangle en A_indirect.

C(BiA-Ti e (BRiEO)-T

2 4
. (A—C@):g . (@;CTB):—%.

A
c) ABCD un carré direct de centre O
. (AB; AD)-1 + (56;DA)--%; °
. (E;A—C):%; . (@;@)=—g. ]
- (OA;0B)-7; » (0A:OC)=x
2
A |
Avec | milieu de [AB], on a (ﬁ; @):—%n : ((_)T; (T?;):% .
2) Modulo
Un angle orienté (G : \7) peut &tre mesuré modulo «
(G;\?)Za, [r] < (G;\?)zoﬁn;[n]
=N (G ; \7)=a—n; [7]:
<:>(G;\7):oc+kn . keZ

e Relation entre le modulo & et le modulo 2

(a;\7)=oc X [211:] (a;\7)=oc
(G;\?):a[n]Q ou < dou

(ﬁ ; \7)=(x+n ; [2n] (ﬁ ; \7):cx+n

Propriétés

T R P
(v;

. (G;Q):o;[n]@ ou o« —

(u; v)=n
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(G;\7)=g

. (ﬁ;\?)z%ﬂn]@ ou

2

(i v):g+n:3_“:3;

—
c
<!

N—

Il
N

—27 ; [21t] (G X ‘7>:_§

3) Double d’un angle orienté (G : \7)

. Z(G : \7)est toujours mesuré modulo 2,
. -2(6; \7) :2(\7;6) ;
° -2(\7;6)=2(G; \7)

4) Colinéarité - Orthogonalité
Soit u et vdeux vecteurs non nuls

Ona

Si, et seulement si

u et vcolinéaires de méme sens

(u;v)=0

u et vcolinéaires de sens contraire

(u:v)=n

u et v colinéaires

(u:v)=0ou (u;v)=n

u et v colinéaires

(u;v)=0; [ =]

u et v colinéaires

2(u;v)=0 ;

uetv orthogonaux

Ay DL P4
(u;v)==ou (u;v) >

2
uetv orthogonaux (U V) = KL [n]
k) 2 )
u et v orthogonaux 2(U;V)=mn

Soit A ; B ; C trois points distincts deux a deux

Soit (AB) et (CD) deux droites

e A;B;Csontalignés <
(AB;AC)=00u (AB;AC) =1 <
(AB;AC)=0; [n]=
2(AB ;AC)=0

e ABC est un triangle rectangle en A <

(AB ;A—C):gou (AB ;A—C):—g R

(AB) et (CD) sont paralleles <
(AB;CD)=0o0u (AB;CD)=n ; <
(AB ;CD)=0; [n] < 2(AB;AC) =0

(AB) et (CD) sont perpendiculaires <
(AB ;ﬁ):g ou (AB ;CTI5)=—%<:>

—_— —_— ’rc R — R ——
(AB:AC) =" (1] ;& (AB;CD):E; [n] < 2(AB;CD)=n
2
2(AB ;AC)=n
5) Somme des angles d’un triangle

e ABC untriangle, ona
(AB ;AC) +(BC ;BA)+(CA ;CB) ==
2(AB ;AC)+2(BC ;BA)+2(CA ;CB) =2n
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e ABC est un triangle rectangle en A si, et seulement si,
2(BC ;BA)+2(CA .CB) =1 .

6) Relation angulaire de Chasles
Pour tous vecteursnonnulsu ; v: w,ona:

(G v ):(G ‘W ) +(W ;\7) ; (G v ):(ﬁ ‘W ) +(W ;\7) 7] ; Z(G v ):2(J;v7 )+2 W;vq)

7) Effet d’une réflexion sur un angle orienté
Fne réflexion transforme un angle orienté en son oppose.

i, A’ ; B’ ; C’ sont les images respectives des trois points A ; B ; C par une réflexion, alors :
(AB;AC)=—(A'B';A'C)=(A'C" ;A'B) ;
(AB;AC)=—(A'B';A'CY) ; [n]
= (A'C';A'B) ; [n]

e 2(AB;AC) =-2(A'B';A'C) =2(A'C';A'B))

ABC est un triangle isocele en A, si et seulement si, A
La réflexion d’axe la médiatrice de [BC] transforme
AenA;BenC;CenB, si, et seulement si,

[ (BC ;BA) =—(CB ;CA) =(CA ;CB) ;
(BC ;BA) =—(CB;CA); [n] ;
=(CA;CB); [x] ;
* 2(BC;BA) =-2(CB;CA) =2(CA ;CB).

8) Remplacement de I’un quelconque des vecteurs de ’angle orienté (G ; \7) par un vecteur qui lui
est colinéaire

Soit u et v deux vecteurs non nuls ;

A vkel’ : (G : \7): (G : k\7):(kﬁ; \7) -V kel (G : \7): (G : k\7)+n:(kﬁ; \7)+n,

e Vkel :: (G, \7): (ﬁ;k\?); [n],

=(ka ,\7) : [TE]

. Vkel :: Z(G : \7): Z(G : k\7) :Z(kﬁ; \7),

Exemple

. (ﬁ; E)z(ﬁ; /TC)+n

[ ]

Py

3

>

3l

~~— \(_)/
IQ)

. (ﬁ; ﬁ):(ATB; C?A)ch(ﬁ; /?Cf)+2n . Z(ﬁ; CA)=2
=(AB; AC) |e (BA;CA)=(AB;AC); [n]

. (ﬁ; ,TC):(,@; Af) ; [7]
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9) Bissectrice intérieure d’un angle orienté

La droite (AD) est la bissectrice intérieure
de I’angle orienté(ATB X A—C), si et seulement si,

(ATB; A—C):2<,@; m):2<ﬁ; ,?(f)

10) Théoréme de P’angle inscrit et de la tangente

Soit ~ un cercle de centre O. Soit [AB] une corde sur ~ .
e Pour tout point M appartenant a ~ privé de Aet B, ona

2(ViA ; ME)~(OA ; OB).

C’est le théoreme de I’angle inscrit.

L’angle (m ; Wé) est un angle inscrit et (O—A ; (Té)est

I’angle au centre relativement a la corde [AB].

e Pour tout point T distinct de A de latangente a ~ en A,
ona: Z(ﬁ; ,@):(O—A; O—B)

C’est le théoreme de la tangente.

e Soit ~ un cercle de centre O ; [AB] une corde sur
. Soit M un point de ~ prive de A et B.
La droite (AT) est tangente a ~ en A, si et seulement si,

Z(ﬁ; ﬁ)zZ(W\; W):(O—A; (ﬁ)

11) Cocyclicité

Quatre points A ; B ; C; D non alignés trois a trois

et distincts deux a deux sont :

cocycliques (appartiennent a un méme cercle
c'est-a-dire que chacun appartient au cercle circonscrit
au triangle formé par les trois autres), si et seulement si,

VM;N €{A;B;C;D}-{M; N}
(PM PN) (Q—M;Q_N’);
avec {P; Q}e{A;B;C;D}-{M; N} VM;N e{A;B;%'
(PM;PN) ( QM ; QN) [n] ;avec {P; Q}e{A;B; C; D}~{M; N}

Exemple
A ; B ; C; D sont cocycliques si, et seulement si,

Z(A—C; ﬁ):Z(B—C; ﬁi) <:>(A—C; ﬁ):(ﬁ:; ﬁ)[n] =N Z(C—A; ﬁ)zZ(ﬁ; @)@
2(A—B; ﬁ)zZ(C—B; C—D)

e Soit A ; B ; C; D quatre points distincts deux a deux,




Z(A—C; ﬁ)zZ(B—C; @) @(AT:; ﬁ):(ﬁ:; @) [n] &
Les quatre points A ; B ; C; D sont cocycliques ou alignés.

Soit A ; B ; C; D quatre points non alignés trois a trois et distincts deux a deux.

(A—C ; ﬁ)z(B—C ; ﬁi)@ Les points A ; B ; (AC AD BC BD+n < Les points A; B ;
C ; D sont cocycliques avec A et B du méme c6té | C; D sont cocycllques avec A et B de part et

de la corde [CD]. A d’autre de la corde [CD].
4 |
' b

e Des points appartenant a un méme cercle sont cocycliques !
(cocyclicité donnée), et alors, par

Exemple
(A—C; ﬁ):(B—C; ﬁ):(E—C; ﬁ) 7] ;

B
E
C
Z(E;T):Z(E;D—C):Z(ﬁ;ﬁ). D

e Les sommets de deux triangles rectangles de méme D
hypoténuse sont cocycliques. D
Cocyclicité remarquable), et alors, par
Exemple
2(CA; CD)=2(BA; BD); A x 0 .

(ﬁB';D—C):(A@;A—C); [7] B

12) Ensemble de points
Soit A et B deux points distincts dans le plan orienté.

L’ensemble des points M du plan tels que est
(m : W) ~0: [n] La droite (AB) privée de A et B.
(m : —B) - Le segment [AB] privé de A et B.
(m ; —B) -0 La droite (AB) privée du segment [AB].
(m —B) :g : [n] Le cercle de diamétre [AB] privé de A et B.
(

— T Un demi-cercle de
A MB) =— diametre [AB] privé
2 de A et B.
A B
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Un demi-cercle de A B

_ T
(MA ; MB) = o diametre [AB] privé de A et B. \ J

N, o Le cercle T passant par A et B, tangent a la droite (AT) tel que :
(MA;MB)za;[n] avec o :0lul0; = - )
2 2 (AT ; AB) =@, et privé de A et B.

Le grand arc og privé de A et B du cercle I" cité en

(m; W3)=oc ;avecoce}—g ; 0{ haut.

C
1
o
N
1

(m : m) 47 aVeC o }_g _ o[u}o ;g { Le petit arc AB privé de A et B du cercle I'cité en haut.

% Savoir-faire

A. Applications D
Orthogonalité de droites
Exercice 1

ABCD un carré. | et J milieux ]
respectifs de [ AB] ; [ BC] ;.
Montrer que les droites (AJ) et (ID)
sont perpendiculaires.

Solution
Ona: 2(AJ ID) Z(AT] ; NB’)+2<H3; ﬁ)+(fD : f))(Chasles)

or, 2( ):n (car (AB) L (AD)).
Z(AJ ; AB):—Z(C ; CB) (reflexion d'axe (BD)) ;
Z(CB CI)
( ) ; (réflexion d'axe la médiatrice de [AB]),
2(D| DA)
Donc : 2(AJ ; ID)=2(Dl; DA)+n+2(DA ; DI) ;

=5+ Z(E)T; 5[) ; (Chasles)

=n +0 (DI est colinéaire avec DI)

Donc ; 2(&; 6):n - d’ou [(AJ) L (1ID)].

Parallélisme de droites

Exercice 2

7 et v’ deux cercles sécants en A et B.

Une droite passant par A recoupe ~ en P et en P’.
Une droite passant par B recoupe > en Q eten Q’.
Montrer que les droites (PQ) et (P’Q’) sont paralleles.

Solution
2(PQ; P'Q)=2(PQ ; PPY)+2(PP"; P'Q): (Chasles)
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(@; ﬁ) (P— —Q) (remplacement par v ecteur colinéaire) ;

(BQ; BQ') . (Chasles) ;

2
Z(BQ BA) ( BQ' ) (cocyclicité données sur « et ~ ') ;
2
0; (car BQ est colinéaire & BQ—)

Donc ; 2(@; W) =0|; douPQ/ P'Q

Cocyclicité et ensemble de points

Exercice 3

ABCD un carré direct de centre O, de cercle circonscrit | milieu de [AB].
La parallele a (IC) passant par B recoupe ~ enE.

F est le projeté orthogonal de A sur (BE).

Donner la mesure principale de I’angle D C

orienté (@ : E:)
: v

2) Montrer que les points O ; A ;B ;
F sont cocycliques. O/\
Donner la mesure principale de I’angle orienté (% ; ﬁ)
3) Quel est ’ensemble des points M du plan tels que :
(MA ; MB)=2[n].

4 A | B
Solution
1) Comme les points A ; B ; C ; E sont cocycliques F

( cocyclicité donnée), A et E de part et d’autre de la corde [CD],
Alors, (ﬁB ; E—C)z(,@ ; PTC)%—TC

Tim= o - 5—n-2n [27];
4 4 4

Donc (EB EC) St

2) Comme les triangles AOB et AFB sont rectangles de méme hypoténuse [AB].
Donc ; les paints O ; A ; B ; F sont cocycliques avec B et F de méme coté de la corde [OA].

Donc ; (@; ﬁ):(%; BK’):_

Donc ; (FO : Iﬁ):

NAN . ND _Tc NAN - ND — ~ANn . ~DB -
3) (MA; |\/||3)_Z [x] & (MA; MB)=(CA; CB); [r] =
Les points M ; A ; B ; C sont cocycliques ; avec M =A et M = B.

Donc ; I’ensemble demandé est le cercle ~ prive des points A ; B.

Cocyclicité et ensemble de points
Exercice 4
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ABC un triangle équilatéral direct. I ; J ; K
les milieux respectifs de [AB] ; [BC] ; [CA].
7~ un cercle circonscrit au triangle AlC.
Latangente & ~~ en | coupe (BC) en D.

Le triangle DCE est équilatéral direct.

B
1) Montrer que J appartienta .
2) Montrer que les points | ; D ; C ; E sont cocycliques. '
3) Déterminer et construire T' I’ensemble des points
M tels que : (m; W&):—g ; [n] -
Solution
Comme : les triangles 1AJ et JAL sont rectangles de méme hypoténuse [AC].
Donc ; lespoints1;J; A; Lsont cocycliques.
Donc ; J appartient au cercle circonscrit au triangle (IAC) qui est . c
Donc;Je 7.
J
2) EDC est équilatéral direct. 4
— . ==\ 2&n < B
Donc;2(ED ; EC)=—;
( ) - L /I%
Or; 2(5; IE):Z (AT; Af); (angle inscrit et tan  gente) /
R, . A
2(ID ; IC)=2(AB ; AC) ; (remplacement par vecteur colinéaire) / Q
Or; ABC est équilatéral direct ;

Donc, Z(TB; A—C):E ;
3
Donc ; 2(@; ﬁ):z(lﬁ; f);
D’ou ; les points I ; D ; C; E sont cocycliques.
Tc .

3)(W;W3) 3,[n]@(m;MT3)=(K6;K|§);[n];

Donc ; T est le cercle privé de A et B, tangent a (AC) et passant par A et B, de centre Q intersection de la

médiatrice de [AB] avec la perpendiculaire a (AC) en A.
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B. Exercices
1. | ABC un triangle isocele rectangle en A direct
I, milieu de [BC].
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :
(AB ; AC) ;(AB; Al);(AC; Al);
(CA; CB);(BA; BI); (IA; IB);
(IA; 1C) ;(1B; IC).

2. ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(BA ; AC) ;(OB; CO);(OA ; BA);(OA ; BC)

3 ABCD est un pentagone régulier direct de
centre O.
Donner la mesure principale de chacun des angles
orientés :

(OA ; OB) ;(OA ; OC) ;(OA'; OD) ;(BA ; OA)
(OA ; OD) ;(AC ; OA)

4. ABC un triangle équilatéral direct de centre O.
I;J; K les milieux respectifs de [AB]; [BC] ; [CA]
1) Justifier-que les points A ; I ; O K sont
cocycliques ainsi que les points A ; B ; J ; K.

2) Donner tous les groupes de points de la figure,
qui sont cocycliques pour la méme raison que les
deux groupes de points de la 1°° question.

5. ABC un triangle d’angles aigus,
d’orthocentre H; o ; B; y les pieds des hauteurs
issues respectivement de A, B, C. les points Hy ;
H, ; Hz sont les symétriques de H respectivement
par rapport a (AB) ; (BC) ; (CA).
1) Faire une figure.
2) Montrer que les points A ; B ; C ; H sont

cocycliques et donner deux autres points

7. ABC untriangle de cercle circonscrit 7 . la
mediatrice de [BC] coupe “7'enE et F.

1) Montrer que (ﬁB ;ﬁé)z (ﬁ ;F—C) ;

Montrer que : (AE) est la
bissectrice intérieure de 1’angle

(A8 AC). :

C

8. ABC un triangle de cercle circonscrit .
1) Déterminer I’ensemble I'; des points M du plan

tel que.: (m ;W):(ﬁ 63’)
2) Déterminer 1’ensemble I", des points M du plan
tel que : (m ;W):(Eé a)

9 ABC un triangle équilatéral direct de centre O. 1)
Déterminer et construire 1’ensemble I" des points du plar

—_ ———\ T
telsque:{MA : MB|=—.

aue: )=3
2) Déterminer et construire ’ensemble T" © des points du
plan tels que : (m : MB):g;[n].

10 | ABC un triangle isocele en A, de cercle circonscrit
7. P un point du segment [BC] privé de B et C. La droit
(AP) recoupe ~ en M.

1) Montrer que la droite (AB) est tangente au cercle
4 circonscrit au triangle BPM.
2) Montrer que la droite (AC) est tangente au cercle
v, circonscrit au triangle CPM.

11 L) Soit U et v deux vecteurs non nuls, tels que

(G ,T/) = Soitket k’ deux réels non nuls.

Exprimer en fonction de a, l’angle(ka ; k\?)

Dans chacun des cas suivants :
a)kk’>0 ; b) kk’<0
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appartenant au cercle circonscrit au triangle ABC.
3) Montrer que (oTB ; oTA) :(ﬂ ; %)

Quelle est la bissectrice intérieure de I’angle

(oTB ; oﬁ)? Que représente H pour le triangle

afy?

6. ABCD un quadrilatére de cercle circonscrit ~
tel que les droites (AD) et (BC) se coupent en E et
les droites (AC)et (BD) se coupent en F. D’est le
symétrique de D par rapport a la droite (EF).

Montrer que les points E; F; C; D’ sont

- —

T 21
2) Soit U ; V deux vecteurs non nuls tels que : (u ; V):—

Donner la mesure principale de chacun des angles orientés :
(Zﬁ ;T/) ; (—ﬁ ;T/); (—U ;—T/) ;(—G ;—37/);
(653 (s 35) 2 -7V)

12 ABC untriangle. A’ ;B’;
C’ des points
des segments [BC] ;
[CA]; [AB] respectivement
tels que : les cercles
circonscrits aux triangles

C

cocycliques. A’BC’ et A’B°C se A

recoupent en |I. Démontrer que

I appartient au cercle circonserit au triangle AB’C’.
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